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中文摘要
中文摘要
分数阶微积分方程是整数阶微积分方程的扩展，是含有非整数阶导数的方程，具
有深刻的物理背景和丰富的理论内涵，在物理、机械、化学、生物、环境科学、工程
以及金融等多个学科领域具有广泛的应用。
本文考虑几类分数阶微分方程初边值问题的理论、算法设计和分析，提出求解相
关问题的有效高精度算法，并进行了系统的理论分析和数值试验。论文主要内容包括
以下四个部分：
第一部分，即第二章，研究分布意义下间断函数的分数阶导数及其相关性质。
首先我们引进在分布意义下间断函数的分数阶导数，研究新定义下的分数阶导数
与Riemann-Liouville分数阶导数之间的关系，给出间断谱元空间与分数阶Sobolev空间
之间的关系。在此基础上，我们研究新定义的导数算子的一些相关性质。这为下文研
究分数阶微分方程初边值问题的高阶数值方法提供了理论依据。
第二部分，研究一类分数阶常微分方程初值问题的间断谱元法，主要内容在第三
章中。基于第一部分构建的间断谱元逼近理论框架，导出该方程初值问题的弱形式，
研究弱解的存在性和唯一性。从Galerkin弱形式出发，我们提出间断谱元法对方程进行
离散。间断谱元法基于分片多项式逼近，不要求数值解在单元交界处的连续性。我们
分析了数值方法的稳定性，得到了最优误差估计。数值试验验证了理论分析结果。
第三部分，研究时间-空间分数阶扩散方程初边值问题，提出一个基于时间间断谱
元离散，空间上采用谱离散的逼近方法。本文第四章中，利用第一部分间断谱元理论，
通过引入适当的空间和范数，导出该方程初边值问题的弱形式，分析相应弱问题的适
定性。在此基础上提出了一种时间间断谱元法以及空间C0谱方法对该方程进行数值求
解，给出了该数值方法的最优误差估计。最后，讨论数值方法的详细计算实施过程，
数值试验结果与理论误差估计相吻合。
第四部分，研究时间-空间分数阶对流问题的时空间断谱元法。通过引入恰当的空
间和范数，导出该问题的弱形式，分析弱问题的适定性，构造了基于弱形式的时空间
断谱元法。该格式的主要特点是对时空的分片高阶逼近，而且在交面上没有连续性要
求。借助投影算子在分数阶空间中的逼近误差及h-p方法的估计技巧，给出了最优误
差估计。最后，我们给出数值方法的具体实现过程，并通过数值试验验证理论分析结
果。
关键词：分数阶微分方程；分数阶扩散方程；分数阶对流方程；间断函数的分数阶导
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Abstract
Abstract
The fractional dierential equation is extension of integer order equation, which in-
volves non integer order derivative. It has a deep background in physics and rich theoret-
ical connotation, and can nd applications in the physical, mechanical, chemical, biolog-
ical, environmental science, engineering and nancial elds, and so on. In this paper, we
consider a kind of initial and boundary problems of fractional dierential equations, and
discuss its well-posedness, numerical methods and analysis. The main contents include
the following four parts:
The rst part, i.e. Chapter 2, consists of the investigation of the fractional derivative
of discontinuous functions in the distribution sense. We introduce the fractional Sobolev
spaces of discontinuous piecewise polynomials spaces. This parts provides a theoreti-
cal basis for the discussion that follows for the high order scheme for fractional partial
dierential equations subject to the initial and boundary problems.
In the second part, i.e. Chapter 3, we propose and analyze a discontinuous spectral
element for the fractional ordinary dierential equation. We consider the weak form of
the problem, and analysze the well-posedness of the weak problem. Using the theoretical
framework in the rst part and the Galerkin formulation, we construct a discontinuous
spectral element method for numerical solutions of the weak problem. The proposed
method uses piecewise polynomials to approximate the exact solution, which does not
require the continuity of the numerical solution at the domain element junctions. The
stability of the numerical method is analysed, and the optimal error estimates are ob-
tained. Some numerical examples are provided to verify the theoretical results.
In the third part, we study the initial boundary value problem of a time-space frac-
tional diusion equation, We combine the discontinuous spectral element scheme proposed
in the rst part for the time discretization and a standard C0 spectral element method
for the space discretization. We rst set up the problem under the weak form, then in-
vestigate the well posedness of the weak problem. On this basis, we analyze the time
discontinuous spectral element method/spatial spectral method for the numerical solu-
tion. Some optimal error estimates are derived. We also give some implementation details
of the proposed method, and present numerical tests to validate the theoretical results.
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Abstract
We consider in the fourth part a fractional advection equation, and analyse a time-
space discontinuous spectral element method for its numerical solution. The proposed
method makes use of the discontinuous polynomials in both time and space directions to
approximation the weak solution of the advection equation. Based on some approximation
results of the projection operators in the piecewise polynomial spaces, some error estimates
for the proposed scheme are derived. Some details for an ecient implementation of the
scheme is given, and a series of numerical tests is provided to demonstrate the eciency
of the method.
Key words: Fractional dierential equations; Fractional diusion equations; Fraction-
al advection equations; Spectral method; Discontinuous spectral element
method; Error analysis
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第 一 章 绪论
第一章 绪论
本章主要概述分数阶微分方程的研究背景和几种常用的分数阶微分方程数值方法
的研究工作，陈述本文的研究动机和主要工作，介绍Riemann-Liouville分数阶微分及积
分的几何和物理解释。最后给出本文所需要的一些预备知识。
1.1 研究背景和现状
分数阶微积分的历史与整数阶微积分的历史几乎一样久远。早在整数阶微积
分创立的初期，就有一些数学家，如L'Hospital、Leibniz等开始考虑它的定义。之
后Euler [1]、Laplace [2]、Fourier [3]、Abel [4]、Liouville [5]、Riemann [6]等先后在该领域做
出了杰出的贡献，并最终形成了Riemann-Liouville 分数阶微分和分数阶积分算子。基
于各种不同的基础和目的，还形成了其它形式的分数阶算子的定义。如Caputo分数阶
导数、Gruwald-Letnikov分数阶积分和导数、 Riesz分数阶导数等 [7{9]。
初期由于分数阶微积分缺乏物理、力学等应用背景支撑，它长期以来并没有得到
较多的关注和研究。随着自然科学和社会科学的发展、复杂工程应用需求的增加，尤
其是20世纪70、80年代以来对分形和各种复杂系统的深入研究，分数阶微积分理论及
其应用开始引起国内外学者越来越多的兴趣和广泛关注。进入21世纪以来，分数阶微
积分建模方法和理论在物理 [10,11]、反常扩散 [12]、系统生物 [13,14]、电化学过程 [15]、粘弹
性材料 [16,17]、分形动力学 [18,19]、控制理论 [20,21]、金融学 [22{24]等诸多领域有了若干非常
成功的应用，凸显了其独特性质和不可替代性，其理论和应用研究在国际上已成为一
个热点。
分数阶扩散方程最早是由Nigmatullin [25]提出来的，是用来描述反常扩散过程的重
要工具。反常扩散过程通常不遵守布朗运动中的高斯统计规律以及Fick第二定律。在连
续时间随机游走模型中，对等待时间和跳跃步长施以不同的假设，可以相应地得到时
间或空间或时间-空间分数阶扩散方程。特别地，当等待时间的均值和跳跃步长的均方
值都是无限时，相应地导出了时间-空间分数阶扩散方程。分数阶偏微分方程是由传统
的偏微分方程演化而来。将传统偏微分方程中的时间（空间）导数项用分数阶导数替
代便得到分数阶偏微分方程。
分数阶微积分方程有应用广泛，因而在理论分析和数值计算方面对它的研究都受
到广泛的关注。从理论分析方面来看，研究的重点集中于探讨解的存在性、唯一性和
正则性。例如，Podlubny [9]、Diethelm [26,27]、 Sakamoto和Yamamoto [28]、、Agarwal [29]
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第 一 章 绪论
等人在这方面作了大量的工作，取得了一些重要进展；从数值计算方面来看，所采用
的数值方法主要为有限差分法、有限元法、谱方法等，构建相应算法的理论框架，研
究如何有效地离散分数阶导数，分析数值方法的稳定性、收敛性、并进行误差估计等。
下面我们简要介绍这些方法及其相关的研究结果。
首先，在所有的分数阶微分方程数值解法中，有限差分法可以说是研究最多的一
类算法。 Zhuang和Liu [30]，Liu和Shen [31]，Meerschaet和Tadjeran [32,33]、Sun和Wu [34]、
Lin和Xu [35] 、Cao和Xu [36] 等相继在这方面做了些工作，对不同的分数阶微分方程提出
了一些不同的格式，并用不同的分析方法(如数学归纳法、矩阵分析法、能量法等)给出
了稳定性分析和收敛性分析。
有限元法和谱方法在原理上是相似的，都是基于变分原理，两者的主要区别在于
有限维空间的构造和基函数的选取不同，以及是否使用张量分解技术。简单地说，前
者首先将定解区域剖分成互不重叠的、具有特殊形状的子区域。然后在这些单元体上
选取形状函数，用单元定点的基函数的线性组合来逼近整个定解区域上的解，具有较
高的复杂区域处理能力。近几十年来，人们开始通过提高分片多项式的阶数来提高逼
近的精度，发展了所谓的p有限元和hp有限元 [37{39]。
关于分数阶微分方程的有限元法，Ervin和Roop [40{43]提出了用有限元逼
近求解稳态对流扩散方程和一个含非局部域二次非线性性项的分数阶扩
散方程。 Huang等 [44]、Zheng和Li等 [45]、Deng [46]、Zhang和Liu等 [47]、Jiang和Ma [48]、
Burrage和Hale [49]、Choi和Chung [50] 等人也在这方面做了大量的工作，取得了一些进
展。
间断有限元方法兼有有限元与有限体积方法的特征 [51]，它既保持了一般有
限元方法和有限体积方法的优点，又克服了各自的不足。间断有限元方法最早
由Reed和hill [52]在1973年为解决中子输方程问题（一个时间独立的线性双曲型方程）而
提出。间断有限元方法能够灵活地处理间断问题，克服了一般有限元方法不适于间断
问题的缺点，并且该方法可以通过提高剖分单元插值多项式的次数实现精度的提高，
克服了有限体积法中通过扩大模板进行重构来提高精度的不足。特别是上个世纪80年
代以来，出现了丰富多样的间断有限元方法 [53{55]。Cockbnrn和Shu [56]首次提出了局部
间断有限元方法。随后，(局部)间断有限元方法很快被应用到一些具有重要物理和工程
意义的整数阶微分方程的求解中 [57{59]。
(局部)间断有限元方法在求解分数阶微分方程中的应用方面，近两年来，
Mustapha和Mclean [60]，Cifani和Jakobsen [61]， Deng和Hesthaven [62,63] 以及其他一些学
者 [64,65]相继在这方面做了些研究工作。
谱方法是一类高阶方法，它利用整体的高阶多项式逼近解。它主要有两种形式：
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